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Спочатку розглядаємо 3 об’єм. Спроектуємо сили від діючих напружень на вісь, 
яка проходить по середині кута α, враховуючи, що величина осередку в тангенційному на-
прямку дорівнює одиниці: 

 

  2 sin 2 cos 0
2 2ab dc bc bcF d F F F    
              ,                      (1) 

 

де 1abF r    ;   1dcF d      ; 1bcF d  – площі площадок, на яких діють на-

пруження. 
Після підстановки площ, скорочень та нехтуванням величиною другого порядку ма-

лості, знаходимо: 
 

2sin 2 cos 0
2 2

d

d


 

       


         
 

.                                      (2) 

 

Наближена умова пластичності для 3 об’єму має вигляд: 
 

3s     ,                                                                     (3) 
 

де 3s – істинне напруження в третьому об’ємі.   

Визначаємо  із (3) і підставляємо в (2). Після перетворень отримуємо: 
 

3

2 2 2 2
1 sin cos sin cos 0

2 2 2 2s

d

d




        
    

            
   

.                     (4) 

 

Розділяємо змінні і після інтегрування знаходимо: 
 

2 2

3

sin cos 1
2 22 2

sin 2 cos 1 sin 2 cos ( )
2 2 2 2s C  



        
 

 
 
 

           
   

.             (5) 

 

Довільну постійну С знаходимо з граничної умови – при Вr  , напруження q    

(величині протитиску): 
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2 2sin cos 1
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.            (6) 

 

Позначимо: 
 

2 2
sin cos

2 2
A

 
 

  . 

 

Підставляємо (6) в (5). Кінцевий вираз для та   має вигляд: 
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З умови пластичності (3) знаходимо напруження  : 
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.  (8) 

 

По напруженню   можна знайти зусилля 3P  для деформування 3 об’єму. Однак вка-

зане напруження залежить від радіуса ρ. Знайдемо середнє значення 
ср
 :  
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Тоді зусилля 3P  дорівнює: 
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де  1 2
AB

П П ABF r r L    – площа бічної поверхні зрізаного конусі з твірною АВ. 

Радіуси Br  і нr  та ABL  можна визначити через розміри пуансона і матриці (див. рис. 1): 
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 .                                         (11) 

 

Тоді, з урахуванням (11), зусилля деформування визначається по формулі: 
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Для визначення напруженого стану в 1 об’ємі необхідно врахувати влив 2 об’єму, 
який зміщується як жорстке ціле, що приводить до виникнення тертя між пуансоном і мат-
рицею. Також необхідно оцінити вплив 3 об’єму, що створює протитиск для зміщення друго-
го об’єму. По рекомендаціям М. В. Сторожова і Є. О. Попова, максимальна величина норма-
льного напруження, яке діє на стінки матриці і пуансону не може бути більшою чим істинне 
напруження 1s  здеформованого металу 1 об’єму. Сила контактного тертя на матриці і пуан-

соні дорівнює (див. рис. 1): 
 

 1 2 1 1 22 2 2s П s З s П ЗP r h R h h r R                 .                           (13) 
 

Тоді питоме зусилля в стінці другого об’єму дорівнює: 
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Також опір зміщенню 2 об'єму буде створювати проекція 
rн

  від напруження   

(при нr  ) в третьому об’ємі, що визначається по формулі (7):  
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.                  (15) 

 

Тоді результуючий протитиск на 1 об’єм від 2 і 3 об’ємів, який необхідно врахувати 

при визначені напруження   в першому об’ємі, складає (див. рис. 1): 
 

2 rнp p  .                                                               (16) 
 

Далі розглядаємо 1 об’єм. По аналогії з 3 об’ємом, якщо записати рівняння рівноваги 
проекцій сил і наближену умову пластичності 1s     , то після інтегрування можна 

отримати наступне рівняння: 
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Довільну постійну С знаходимо із умови, що при ВR  , напруження 2 rнp p    . 

Тоді кінцевий вираз для   має вигляд: 
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де 
2 2
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З наближеної умови пластичності знаходимо напруження  : 
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Для знаходження зусилля деформування 1 об'єму знайдемо середнє значення напру-

ження 
cp
 : 
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Зусилля для деформування першого об’єму дорівнює: 
 

1 sin

ср

EK
дP F




  ,                                                             (21) 

 

де 2
EK

EK ПF L r   – площа бічної поверхні конуса ( EKL  – довжина твірної ЕК). 

Радіуси BR  і НR  можна визначити наступним чином (див. рис. 1): 
 

2

sin
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B
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 .                                          (22) 

 

З урахуванням (21)–(22) зусилля деформування 1дP  можна визначити по формулі: 
 

2
2 1

1 2

1
1

11
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.                                   (23) 

 

Врахуємо зміцнення металу при холодному видавлюванні. Використовуємо відому 
апроксимацію діаграми істинних напружень: 

 

1

1

ш

шB
s

ш ш



 
 

 
    

,                                                       (24) 

 

де B  – межа міцності сталі; 

ψш – відносне потоншення, яке відповідає моменту утворення шийки на зразку, 
при випробуванні на розтяг; 

ψ – поточне значення відносного потоншення. 
Визначаємо середнє значення ср

s  для кожного осередку деформації. Для 1 об’єму се-

реднє значення ср визначаємо як різницю довжин дуг до деформації і після деформації: 
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 2
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Підставляємо останній вираз в (24): 
 

1
1

1 1 2

ш

шср B П
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R




 

 
    

.                                                     (25) 

 

Якщо підставити 1
ср
s  із (25) в формулу (19) для напруження   і зусилля 

1дP  (23), 

то отримаємо вирази для знаходження напруження   і зусилля 
1дP  з урахуванням зміцнення: 

Аналогічно визначаємо середнє значення 
3
ср
s  для третього об’єму. Спочатку знайдемо 

середнє значення ср . 
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1 2
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2 2
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2 2 sin 2
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.                                (26) 

 

Тоді середнє значення істинного напруження в третьому об’ємі по (24): 
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ш

шср B П П
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r r

R r






 
     

.                                                 (27) 

 

В 3 об’ємі деформується метал, який вже отримав зміцнення в 1 об’ємі, яке визнача-

ється по (25). Тоді в 3 об’ємі результуюче середнє істинне напруження 3s  дорівнює: 
 

 
1 1

2 1 2
3 3 1

11 2 2

ш ш

ш ш
ср ср B П П П

s s s
ш З П ш З ш
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R r R

 
   

  

 
 
                  

.                         (28) 

 

Величину 3s  по (28) необхідно підставляти в формулу для визначення напруження 

  (8) і зусилля 3P  (10) в третьому об’ємі. 

Повне зусилля видавлювання ступінчатим пуансоном з протитиском визначаємо так: 
 

1 3д д дР Р Р  .                                                              (29) 
 

За отриманими формулами для зусилля видавлювання проведемо розрахунок видав-
лювання порожнини матриці із сталі 12ХН3А ступінчатим пуансоном в умовах дії протитис-
ку на заготовку. Для розрахунку задавали всі вихідні параметри: В  = 620 МПа; ш = 0,55 – 

відносне потоншення;  = 0,08 – коефіцієнт тертя; максимальне значення протитиску на за-
готовку p=  850 МПа. Геометричні розміри задавали згідно розрахункової схеми (див. рис. 1): 
α = 45 та β = 45 градусів, ЗR = 15 мм; 2 4,55Пr  мм, 1 7,55Пr  мм. За цими параметрами роз-

рахункове загальне зусилля видавлювання дР  склало 1,25 МН. 

Для перевірки адекватності аналітичного рішення був проведений чисельний експе-
римент з використанням методу скінченних елементів (МСЕ) та натурний експеримент 
на конкретній деталі. Моделювання видавлювання порожнини в заготовці із сталі 12ХН3А 
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розглядали як об’ємну задачу. Розрахунок проводили за допомогою програмного комплексу 
Deform 3D. Проведення чисельного експерименту дозволило: встановити величину протити-
ску, який забезпечує формоутворення порожнини без руйнування; встановити кінцеву геоме-
трію виробу, визначити напружено-деформований стан здеформованої заготовки, силовий 
режим видавлювання та розподіли питомих зусиль на інструменті.  

Реалізацію розрахункового процесу виконували по схемі видавлювання згідно [8, 9], 
яка забезпечує створення протитиску за допомогою рідини. Причому величина протитиску 
створюється і змінюється пропорційно зусиллю видавлювання в штампі без додаткових 
пристроїв. Розміри заготовки: діаметр – 30 мм, висота – 46 мм. Властивості металу вихідної за-
готовки у відпаленому стані: модуль Юнга 2,1·105  МПа, коефіцієнт Пуассона 0,33, умовна межа 

течії 0,2 = 450 МПа. Максимальна величина протитиску q при видавлюванні склала 850 МПа, 

яка забезпечувала видавлювання заготовки без руйнування. Коефіцієнт тертя на контактуючих 
поверхнях задавали µ = 0,08. Деформуючий інструмент вважався абсолютно жорстким. 

Розрахункова залежність зусилля видав-
лювання від переміщення пуансону показана 
на рис. 2. Максимальне значення зусилля видав-
лювання по МСЕ склало 1200 КН в кінці робочо-
го ходу, а по ІМ-1249 КН. 

По результатах чисельного експерименту 
було визначено кінцеву геометричну форму заго-
товки, напружено-деформований стан та ступінь 
використання ресурсу пластичності ψ здеформо-
ваного металу, який дає можливість прогнозувати 
ймовірність отримання порожнини без руйнуван-
ня. На рис. 3 показано розподіл інтенсивності де-
формацій i  та інтенсивності напружень i  

по об’єму здеформованого металу. По розподілу 

i  (рис. 3, а) можна оцінити пропрацювання 

структури металу холодною пластичною деформацією. Інтенсивне пропрацювання розпо-
всюджується на третину заготовки по висоті під пуансоном. Тим самим створюється відпові-
дна макроструктура в заготовці для підвищення стійкості порожнин при експлуатації. 

 

а б 
Рис. 3. Розподіл інтенсивності деформації i  (а) та розподіл інтенсивності напружень

i  (б) по об’єму здеформованого металу 

 

 

Рис. 2. Залежність зусилля 
видавлювання від переміщення пуансону 
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Розподіл інтенсивності напружень (рис. 3, б), визначає розповсюдження осередку де-
формації та величину зміцнення металу в здеформованій заготовці. Осередок деформації 
охоплює весь діаметр заготовки і розповсюджується під пуансоном на висоту, що дорівнює 
меншому діаметру порожнини.  

Для проектування штампового оснащення необхідно знати величини питомих зусиль 
на деформуючому інструменті. Величини питомих зусиль визначали по розподілу нормаль-
них напружень на поверхні заготовки, що контактує з інструментом рис. 4. 

 

 

а б 

в г 
Рис. 4. Розподіл нормальних напружень на поверхнях заготовки, що контактує 

з інструментом:  
а – на зовнішній поверхні; б – на нижньому торці; в – на торці пуансона для меншої 

порожнини; г – на торці пуансона більшої порожнини 
 
Розподіл нормальних напружень на зовнішній поверхні заготовки (рис. 4, а) дають ве-

личини розпираючих напружень, які діють на стінку контейнера (максимальна величина 
1550 МПа). На рис. 4, б показаний розподіл нормальних напружень по радіусу на нижньому 
торці заготовки. Максимальне значення вказаних напружень складає 1580 МПа. Розподіл но-
рмальних напружень в двох напрямках на поверхні заготовки, яка контактує з циліндричним 
торцем пуансона, показаний на рис. 4, в. Середні значення напружень – 2220 МПа. Напру-
ження більшої величини виникають на самій ступці заготовки (рис. 4, г). З характеру розпо-
ділу та геометрії пуансону видно, що найбільші напруження (3800 МПа) діють на плоскі то-
рці ступінчатого пуансона та на радіусах переходів. Однак схема видавлювання, завдяки дії 
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ВИСНОВКИ 

Інженерним методом отримані залежності для розрахунку напружень на контактую-
чих поверхнях заготовки і інструменту та зусилля видавлювання порожнин ступінчатим пуа-
нсоном з урахуванням тертя, протитиску і зміцнення.  

Комп’ютерним моделюванням методом скінченних елементів проведений чисельний 
експеримент на прикладі видавлювання ступінчастої порожнини зі сталі 12ХН3А в умовах 
дії протитиску на вільну поверхню заготовки. За допомогою моделювання встановлені необ-
хідний максимальний протитиск, що забезпечує видавлювання без руйнування, зусилля ви-
давлювання, розподіл питомих напружень на деформуючому інструменті, напружено-
деформований стан та ступінь використання ресурсу пластичності металу, а також кінцеві 
розміри отриманої порожнини. Розбіжність результатів по максимальній величині зусилля 
видавлювання по аналітичних залежностях та даними МСЕ склала 4 %. 

Розроблено штампове оснащення для видавлювання порожнин в умовах дії диферен-
ційованого протитиску на заготовку. Приведені експерименти показали можливість видав-
люванню ступінчатих порожнин в заготовках із сталі 12ХН3А.  
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